Differential equation with regular singularity and functional equation by 田中 洋平 & Yohei Tanaka
確定特異点を持つ微分方程式と関数等式
著者 田中 洋平
雑誌名 東京商船大学研究報告. 自然科学
巻 52
ページ 5-9
発行年 2001
URL http://id.nii.ac.jp/1342/00000559/
(5)
田中　洋平
確定特異点を持つ微分方程式と関数等式
Differential equation with regular singularity and functional equation
Yohei TANAKA
概要
ある種の関数等式を満たす正則関数が,ある確定特異点を持つ2階常微分方程式の正則関数
解として特徴付けられることを示す.この関数等式と微分方程式の間の対応を明らかにする.
この結果は算術幾何平均と超幾何微分方程式の間の関係を一般化したものである.
Abstract
The author shows that a holomorphic function satisfying a certain functional equation is a
holomorphic solution of certain oridinary linear differential equation of order 2 with regular
singularity. He investigates such relations between functional equations and differential
equations. This result is a generalization of the relation between the arithmetic-geometric
mean and the hypergeometric differerntial equation.
はじめに
Z-Oの回りで正則な関数M全体のなす整域をHとするI Hの唯一の極大イデアルをM,
Hの単数群をUで表す.即ち,
H-{f(z)げ(I)はZ-0で正則)
M-{/(z)|/(O)-O}-z#
U-{f(z)¥f(O) ≠0}-H㌧M
とおく. H係数の2階線型常微分方程式
P(z)y′′+Q(*)y′　R(z)y-0
は必ずしも正則関数解を持つとは限らないが,正則関数解全体の空間が1次元で0でない正則解
がUの元になる場合を考える.このとき/(O)-1を満たすような解y-f{z)が唯一つ存在す
る.逆に見ると,微分方程式がこの/(*)を特徴付けているとみなすことが出来る・
一方　u(z)∈U,w(z)∈Mをとってきて,関数等式
u(z)f(w(z)) - f{z)
を考えると　w(z)∈M2-z2H, u(0)-1のとき,この関数等式を満たすような/(*)∈Hで
/(O)-1となるものが唯一つあることがわかる・
本論文では,関数等式で定まる/(*)がどのような微分方程式の正則解として特徴付けられる
かを調べることを目的とする.
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1　確定特異点を持つ2階常微分方程式
次のような2階の線形常微分方程式はz-0で確定特異点を持つという.
Z2y〝(z) + zA(z)y′(z) + B(z)y(z) - O
ここで. A(z),B(z)∈Hである・これが正則解を持つような場合を考えたい.
a-A(O),b-B{0)とおいたとき, 2次方程式
pl+{a-1)p+6-0
;=
I'-'!
をこの微分方程式(1)の決定方程式という.このとき微分方程式(1)の独立解yi(z),V2{z)を次
のようにとれることが知られている・ (国参照)
命題1.決定方程式(2)の根をpi,P2とする.
(i) β1-β2が整数でないとき・
3/i*　-zォW Z　(<Pi(z)∈U i-l,2
(H) Pl一戸2-0のとき.
yi{z) - z*tpl{z)
2/2(z) - zPl {tp2(z) + tpi(z)log2)
ここでvi(z)∈U, ipi{z)∈M.
(iii) pi -P2が正の整数のとき.
yi(z)-z^ip(z) [ip{z) ∈U)
2/2(z) -zp2(</>o(z)+<pi(z)logz) (ipi(z)∈H i-O,lで少なくとも一方はUに入る)
このことから
補題2. 6-0でaが0以下の整数でないとき,微分方程式(1)は1/(0)-1となる正則関数解を
唯一つ持つ.
証明.決定方程式(2)の根はp-0,1-aとなる・ 1-aが整数でないとき,命題l(i)の場合で
pi-0,p2-1-aとなり. 2/100∈Uかつyi{z)は正則でないI aは0以下の整数ではないので
1-αは正整数になれず,従って1-αが整数だとすれば0以下の整数である.よって命題l(ii)(iii)
の場合でも　pi-0,p2-1-aとなり. ydz)∈UかつV2(z)は正則でないことがわかる・口
上の補題の条件が成り立つとき, b-B(O)-0なので微分方程式(1)をZで割って,
zy′′(z) + a(z)y′(I)十b(z)y(z) - 0　　　　　　　　　　(3)
を得る.ここでa(z)=A(z)∈H,b(z)=里坦∈Hとおいた.このときa(0)ま0以下の整数
z
ではない.以後この形の微分方程式を考える.補題2を言い換えると,
命由3.微分方程式(3)においてa(0)が0以下の整数でないとき. y(0)-iとなる正則関数解が
唯一つある.
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2　関数等式
u(z)∈U,w(z)∈M2-z2Hをとってきて
u(z)f(w{z)) - f(z)
という関数等式を考える.
(4)
命題4. u(0)-1のときこの関数等式(4)を満たすM∈fIの全体はHの1次元部分空間に
なり. f(z)≠0なる解はUの元である.特に/(O)-1となる正則関数解が唯一つある.
00　　　　　　　　　CX)　　　　　　　　∝)
証明・志-1+∑unzn,-(z)-∑wnzn,f{z)-∑anzとおく・形式的幕級数環のなかn=¥　　　　　　n=2　　　　　　 =0
で霊-f(w(z))の両辺を展開しznの係数を比較すると定数項は
αo=αO
でαOを自由に選べる. 1次以上の項を比較して整理すると,
an-　∑　∑　m^蝣蝣蝣Wi.aj-∑Wn-A
OSj≦n/2 ii,～,ij≧2　　　　　　　　k≧1
*H Hj=n
となり, anがao,・‥,an_1の斉次一次式で表される.したがって,関数等式を満たす形式解全
体は1次元空間になる.そして　u(z),w{z)∈Hなら/(*)∈Hとなることが上の表示式から優
級数法を用いて示せる.　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　□
更に次のような形の関数等式も考える.
補題5. w(z)∈M2とする.
(i) v(z)∈Uでv(0)≠1となるものとk(z)∈Hに対して関数等式
a{w(z)) -v{z)a{z) +k{z)
を満たすa{z)∈Hが唯一つ存在する・そして, a(0)-
(ii) s(z)∈U, l{z)∈Hに対して関数等式
fc O)
1-u(0)
zb(z) - s{z)b(z) +l{z)
となる.
>J> I
(6)
を満たすb(z) ∈ Hが唯一つ存在する・
証明(i)v(z)-∑nvnzn,k(z)-∑ h7nとし　a{z)-∑ ar,.z　とおく・関数等式(5)の両辺
を展開して係数を比較すると定数項は
<2q -Voao +KO
となりvo≠1なので
(in　=
1-vo
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とαOが定まる. 1次以上の係数を比較して整理すると
voan-　∑　∑　wil-Wijdj　∑vkO-n-k
O≦j≦n/2 iu一,ij≧2　　　　　　　　k≧1
11+-+サ,-
でvo≠0なのでa0,...,an-1からanが定まる・優級数法を用いてa{z)∈Hもわかる.
(ii)s(z)-∑nsnzn,l(z)-∑JnzTとし, b(z)-∑nonz　とおく・関数等式(6)の両辺を展
開して係数を比較すると定数項は
0-sq&o+/o
でso≠0なので, b0--Iq/sqと定まる・ 1次以上の係数を比較して整理すると
sobn-　∑　　∑　wi, -Wijbj-∑skbn-k
O≦jS(n-1)/　til一,ij≧2　　　　　　　　k≧1
H+-+り=n-1
となり. b0,...,bn-1からbnが定まる.そしてb(z)∈Hもわかる.
3　微分方程式と関数等式
微分方程式と関数等式の間の関係を述べる.
定理6. u{z)∈Uでu(0)-1,w{z)∈Z2U⊂M2とする.
(i) a(z),6(z) ∈Hで
a(-(z)) -篇a(z) +
zb(w(z)) -器b(z) +
2u'(z)w′(z)w(z) + u(z)w′′(z)w(z)
u{z)w'{zy
zu〝(z)w(z) + a(z)u'(z)w(z)
u{z)w'(zY
を満たすものが唯一組存在し, a(O)-lとなる.
(")関数等式(4)を満たす正則関数/(*)は,上で定められたa(z), b(z)を用いた確定特異点を
持つ微分方程式(3)の解になる・従って/(*)はこの微分方程式の正則関数解としても特徴
付けられる.
この定理は[21の結果の一般化になっている・即ち,算術幾何平均から出てくる
u(z)-(1-z)斗w(z)-ト(
に対して. (7)と(8)から
(1-I)吉+(l-z)--<
a(z)=±二聖　b(z)=-1-z
が得られ,このときの(3)は超幾何微分方程式になる・
4(1-I)
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定理6の証明.
w{z)
(i)w(z)=w2z2+(高次)でW2≠0なのでv(z)-初-*+(高次)。Uとなる蝣(7)の右
辺の第2項k(z)は　u{z)-1+(高次)よりu(z)w'(z)2-4wlz*+(高次), 2u′(z)w'(z)w(z) ∈
M, u(z)w〝(z)w(z)-2w¥z2+(高次)となるので, k{z) -圭+(高次) ∈Hである・従って
v(z)とk{z)は補題5(i)の仮定を満たす・よって. (7)を満たす正則関数a(z)が唯一つ存在し,
v(o)-圭,HO)-圭からa(0)-1となる蝣Hz)が唯一-存在することはs(z)-讃茅と置き,
l(z)を(8)の右辺の第2項とすれば補題5(ii)を適用できることから導かれる.
(ii)の証明のため　n(z)-zf〝(z)+a(z)f'(z)+b(z)f(z)と置く　n{z)-0を示したい.
捕題7.
n(z) -
u{z)w'{z)'
w(z)
n(w(z)) (9)
が成り立つ。
この補題からn{z)-0が分かり,定理が証明される・実際　n(z)∈Mk (k-0,1,…)と
すると　n{w(z))∈MkでZ
u{z)w'{zy
w(z)
∈Mなので. (9)よりn{z)∈Mk+1となる.従って
()〇
n(z)∈ ∩ -{0}即ちn{z)-0となる・
k=0
あとは補題7を証明すればよい。
補題の証明.関数等式(4)の両辺を微分して
f(z) - u(z)f(w(z))
f'(z) - u(z)f(w(z))w'(z) + U'(z)f(w(z))
f"(z) - u(z)w'(z)zf"(w(z)) + {2u'(z)w′(z) + u(z)w′′(*)}/′(w(z)) +u〝(z)f(w(z))
となる.よって
n{z) - zu{z)w'(zyf"{w(z))
+ {2zu'(z)w'(z) + zu(z)w〝(z) + u(z)w'(z)a(z)}f'(w(z))
+ {zu"{z) +a(z)u′ z) +u(z)b(z)}f(w(z))
となる.これと(7), (8)から補題の関係式(9)の成り立つことがわかる・
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